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@ 12h cours, 18h TD, 15h TP
@ Evaluation :

@ Un examen intermédiaire en amphi : 25%

Une note de TD-TP : 25%

Un examen final en amphi : 50% avec regle du max
Seconde session compléte a 100%
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Cadre du cours

Objet du cours

Ce cours porte sur les algorithmes récursifs et itératifs ainsi que leur efficacité
(complexité en temps). Deux sections sont dédiées aux algorithmes de
recherche et de tri. Une synthése du cours est disponible en ligne sur Moodle.

Principale référence

T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, and C. Stein. Introduction a
I'algorithmique. Ed. Dunod.

Cet ouvrage de référence est disponible en ligne gratuitement. Il vous sera
utile pendant tout votre cursus.
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0 Généralités

e Structures linéaires

e Arrét d’'un algorithme

@ Validité d'un algorithme

e Complexité en temps d’un algorithme

@ Algorithmes de recherche dans un tableau

ﬂ Algorithmes de fri
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0 Généralités
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Algorithme

Définition d’un algorithme

Algorithme : séquence de calcul bien définie, en réponse a un probleme,
selon un nombre fini d’'opérations.

@ S'il renvoie un résultat principal, c’est une fonction, sinon une procédure.

@ Les effets de I'algorithme autres que le résultat principal (affichages,
modification de I'environnement...) sont les effets de bord.

Remarques

@ Certains problémes sont bien posés mais trop complexes pour un
algorithme ("indécidables" ou "incalculables"). Exemple : probleme de
I'arrét.

@ Certains algorithmes nécessiteraient trop de ressources pour étre
concretement utilisés. Exemple : le jeu d’échecs : 300 millions d’années
pour connaitre les conséquences de chaque coup.

@ Dans ces deux cas, on adopte des méthodes approchées, les
heuristiques.
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Vocabulaire sur un exemple en pseudo-code

Signature ou prototype

‘Catégorie Nom Parameétres Type du résultat principal ‘

| Spécifications : renvoie la factorielle d'un entier naturel n |

|Variab1es : produit : entier | ‘
spécifications : probleme, contraintes

sur les parametres, effets de bord

Début

produit « 1 variables : emplacements nommés

de stockage
pour i de 1 a n faire

produit « produit * i corps
finPour

Renvoyer produit

Fin
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Algorithme itératif et récursif

Définitions
@ Algorithme itératif : contient au moins une boucle (pour, tant que).

@ Algorithme récursif : partiellement défini a partir de lui-méme et d'un cas
de base.

Remarque

Un algorithme peut étre ni itératif ni récursif, les deux a la fois ou seulement
un des deux : tout est possible.
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Exemple d’algorithme itératif en pseudo-code

FONCTION : Factlt (E n : entier) : entier

SPECIFICATIONS : n € N. Renvoienl =1 x2 x ... x navec 0! = 1

Variable : res : entier

DEBUT
res « 1
pour i de 1 a n faire
res < res *i
fin pour;
Renvoyer res
FIN
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Exemple d’algorithme réecursif en pseudo-code

FONCTION : FactRec (E n : entier) : entier

SPECIFICATIONS : n € N. Renvoie nl =1 x 2 x ... x navec 0! = 1

DEBUT
si n= 0 alors
Renvoyer 1
sinon
Renvoyer n x FactRec(n—1)
fin si;
FIN
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@ Type : catégorie d’une valeur : entier, nombre, booléen, tableau...
@ Constante : valeur invariable ayant un type : 5, ’c’, "Peachy".

@ Variable : triplet (nom, type, valeur). Nom et type définis a la déclaration,
valeur affectée dans un deuxieme temps (par exemple dans le corps d’'un
algorithme).

o Environnement : ensemble de variables (notamment). Un environnement
peut contenir des sous-environnements.
o Portée d’une variable : ensemble des environnements ou elle existe.

@ Appel d’algorithme : nom de I'algorithme suivi de valeurs pour les
paramétres, les arguments, entre parentheses. A pour valeur le résultat
principal de I'algorithme si c’est une fonction. Appel récursif : appel d’'un
algorithme par lui-méme.

@ Opération : application d’'un opérateur a des opérandes : 3*8

@ Expression : formule contenant constantes, noms de variables,
paramétres, appels d’'algorithmes et opérations. A pour valeur le résultat
de la formule.
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A vous de jouer !

Trouver les types, constantes, variables, appels, opérations,

expressions

FONCTION : Puislt (E x : nombre,

g FONCTION : PuisRec (E x : nombre,
E n : entier) : nombre

E n : entier) : nombre

Variable : res : nombre

DEBUT
os si n= 0 alors
Efgg(_ ] Renvoyer 1
. . . sinon
PO res 5 " BT
e x x PuisRec(x,n — 1)
’ fin si;
Renvoyer res ’
Y FIN

FIN
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A vous de jouer !

Correction

@ types : nombre, entier

constantes : 0, 1

variables : res

appels : PuisRec(n-1,x) (appel récursif)

opérations : res«<1 (affectation), res*x, res<-res*x, n=0, n-1, x x
PuisRec(n-1,x)

@ expressions : tous les précédents sauf affectations, x, n (parametres), i
(indice de boucle)

Lindice de boucle et les paramétres ne sont pas des variables. \
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Opérateurs en pseudo-code et python

@ Opérateurs de calcul : + - * /" (puissance) div (quotient) mod (reste)
@ Opérateurs de comparaison : = # < < > >
@ Opérateurs logiques : non, et, ou. Evaluation paresseuse :

e dans "a et b", si a est faux, b n’est pas évalué
@ dans "a ou b", si a est vrai, b n'est pas évalué.

@ Opérateur ternaire ou conditionnel : cond(a,b,c) : vaut b si a est vrai, ¢
si a est faux. b et ¢ doivent étre du méme type. Utilise I'évaluation
paresseuse.

o Affectation : variable < expression. N'a pas de valeur.

@ En Python : “devient**, div//, mod %, ===, #!= <<=, >

>=, nonnot, etand, ouor, cond(ab,c) bifaelsec, <+ =
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A vous de jouer !

Les expressions suivantes sont-elles correctes ?
@ 1+5*2 entier, 11

1+5/2 nombre, 3.5
8 div 3 + 7 mod 5 entier, 4
5.0 mod 2 erreur

1=5%2 booléen, false
true et (true ou false) booléen, true
true ou 3 erreur
true ou (5/0=1) booléen, true
cond(5 mod 2 =1, 8, 15) entier, 8
cond(5 div 2 = 1, true, 0) erreur
cond(5 div2 =2, cond(5 mod 2 = 0, 3, 8), 11) entier, 8
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Structure conditionnelle

Définition

Une structure conditionnelle modifie le déroulement de I'algorithme selon
qu’une condition est vérifiée ou non.

Syntaxe

si a alors
instructions |

sinon si b1 alors
instructions SS1

sinon si bn alors
instructions SSn
sinon
instructions S
fin si;

En Python :
ifa:
Instructions |
elif b1 :
Instructions SS1
(...)
elif bn :
Instructions SSn
else :
Instructions S
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A vous de jouer !

Qu’affichent les blocs d’instructions suivants ?

Variable : i : entier Variable : i : entier
DEBUT DEBUT
i< 0 i< 0
si i<3 alors si i<3 alors
i<—5 i+ 5
sinon si i >4 alors fin si;
i—7 si 1>4 alors
fin si; i« 7
afficher i fin si;
FIN afficher i
FIN
Correction : 5
Correction : 7
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Boucle tant que

Définition

Une boucle tant que répéte un bloc d’instructions tant qu’une certaine
condition est vraie. On utilise une boucle tant que lorsque le nombre
d’itérations n’est pas connu a 'avance.

tant que expression faire
instructions
fin tq;

En Python :
while expression :
instructions

Remarque
La boucle Tant que est plus générale que la boucle Pour.
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A vous de jouer !

Que renvoient les blocs d’instruction suivants ?

Variable : i : entier

DEBUT
i< 0
tant que 2+i+1<10 faire
i< i+1
fin tq;
Renvoyer i
FIN

Correction : 5

Variable : i : entier

DEBUT
i< 5
tant que i # 0 faire
i« i-2
fin tq;
Renvoyer i
FIN

Correction : Rien ! (boucle infinie)
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Boucle pour

Définition

Une boucle pour répéte (ou itere) un bloc d’instructions. Les itérations sont
repérées par un indice de boucle. 1l y a autant d’itérations que de valeurs de
l'indice. On I'utilise lorsque le nombre d’itérations est connu a I'avance.

Syntaxe

pouri de a a b [par pas de c] faire
instructions

fin pour;

# Par défaut, c=1 ;

# Pas d'itération si i dépasse strictement la valeur b.

En Python :
foriin range (a, B, c) :
Instructions
# Par défaut, a=0 et c=1 ;
# Pas d'itération si i dépasse ou prend la valeur B

o’

Sylvain Daudé (UM - FDS) Algorithmique 1 20/118



A vous de jouer !

Qu’affichent les blocs d’instruction suivants ?

DEBUT DEBUT
pouri de 1 a 5 faire pouri de 1 a 5 faire
afficher 10 - 2%i pour j de 6 a 3 par
fin pour; pas de -2 faire
FIN afficher i¥j
fin pour;
Correction: 86420 fin pour;
FIN
Correction : 64128 18 1224 16 30
20
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e Structures linéaires
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Structures linéaires

Définition
Dans ce cours, les "structures linéaires" (tableaux 1D, listes, piles, files)

contiennent des données de méme type "alignées" les unes derriére les
autres.

@ tableaux 1D
Q listes
@ piles
Q files
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Tableaux 1D (statiques)

Définition

Un tableau 1D statique contient un nombre fixe d’éléments appelé taille du
tableau. Chaque élément du tableau est repéré par un entier naturel situé
entre 0 et |a taille du tableau -1, appelé I'indice de I'élément. Un tableau ne

peut pas étre vide.

Exemple de représentation
Si le tableau T contient les valeurs 1, 6 et 10 dans cet ordre, on peut le noter

[1,6,10] et le représenter ainsi : T’[’] [1[6]10]

0 1 2
On a taille(T)=3, T[0]=1, T[1]=6, T[2]=10.
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A vous de jouer !

Ecrire la valeur du tableau T apres les étapes suivantes

Variable : T : tableau de 5 nombres [?,2,2,2,7]
T[0] « 1 [1,2,2,2,7]
Pouride 1 a 4 faire

T[i] « 2*T[i-1]
finPour [1,2,4,8,16]
T[5] + 32 Erreur )
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Utilisation des tableaux : exemple 1

PROCEDURE :
doubleTab (ES T : tableau d’entier)

SPECIFICATIONS :
Double les valeurs de T.

DEBUT
pouri de 0 a Taille (T)-1 faire
T[i] + 2*T]i]
fin pour;
FIN
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Utilisation des tableaux : exemple 2

FONCTION : creeTabCarres
(E n : entier) : tableau d’entier

SPECIFICATIONS : Crée le
tableau des n premiers carrés (n € N)

Variable : T : tableau de n entiers

DEBUT
pouri de 0 a Taille(T)-1 faire
T[] « i*i
fin pour;
Renvoyer T
FIN
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A vous de jouer !

FONCTION : compteEgaux(E e : entier,
E T : tableau d’entiers) : entier

SPECIFICATIONS : Calcule et renvoie
le nombre d’éléments de T égaux a e.

Variable : cpt : entier

DEBUT
cpt+0;
pouri de 0 a taille(T)-1 faire
si T[i]=e alors
cpt «+ cpt + 1
fin si;
fin pour;
Renvoyer cpt
FIN
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Tableaux en Python

@ Création : T=[4,6,17] ou T=[0]*3 ou T=[i*i for i in range(n)]
@ Acceés a un élément : TJ[i]
@ Taille du tableau : len(T)
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Listes

Une liste est soit vide, soit constituée d’'un élément, sa téte, suivie d’une liste,
sa queue.
@ Constantes : |a liste vide [ ]
@ Fonctions prédéfinies :
e Téte d’'une liste non vide : FONCTION : téte(E liste) : élément

@ Queue d'une liste non vide : FONCTION : queue(E liste) : liste

o Construction avec téte et queue : FONCTION : cons (E élément, E liste) :
liste

o Test qu’une liste est vide : FONCTION : estVide(E liste) : booléen

@ L+ cons (1, cons (2, cons(3, []))) —> L vaut [1, 2, 3], téte 1, queue [2,3]
@ A «+ téte(queue(queue(L))) —> A vaut 3

@ Test si L a au moins 2 éléments : non(estVide(L)) et non
estVide(queue(L))
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A vous de jouer !

Ecrire la valeur de la liste L aprés les étapes suivantes

Variable : L : liste d’entiers ?

L < cons(2,[]) [2]
L < cons(téte(L),queue(L)) [2]
L « cons(3,L) [3,2]

Pouride 1 a 5 faire
L < cons(i,L)

finPour [5,4,3,2,1,3,2]

L < queue(queue(L)) [3,2,1,3,2]

L « cons(L[2], []) erreur : L[2] illégal

L <« cons([], 5) erreur : usage : cons(élément, liste) |
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Utilisation des listes : exemple itératif

FONCTION :
longueur (E L : liste d’entier) : entier

SPECIFICATIONS :
Renvoie la longueur de la liste L.

Variable : cpt : entier, M : liste d’entiers

DEBUT
cpt, M« 0, L;
tant que non estvide (M) faire
cpt, M « cpt+1, queue(M)
fin tq;
Renvoyer cpt
FIN
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Utilisation des listes : exemple récursif

FONCTION :
doubleListe (E L : liste d’entier) : liste
d’entier

SPECIFICATIONS :
Renvoie une nouvelle liste contenant les
valeurs de L doublées.

DEBUT
Si estVide (L) alors
Renvoyer [ ]
sinon
Renvoyer
cons(2*téte(L),doubleListe(queue(L)))
fin si;
FIN

v
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A vous de jouer | Compléter les fonctions

FONCTION : cptEgauxLlte (E e :
entier, E L : liste d’entiers) : entier

SPECIFICATIONS : Compte le nombre
d’éléments de L égaux a e (itératif)

Variable : cpt: entier ; M: liste d’entiers

DEBUT
M,cpt + L,0;
tant que non estvide (M) faire
Si téte (M) =e alors
cpt « cpt+1
fin si;
M « queue(M)
fin tq;
Renvoyer cpt
FIN

FONCTION : cptEgauxLRec (E e :
entier, E L : liste d’entiers) : entier

SPECIFICATIONS : Compte le nombre
d’éléments de L égaux a e (récursif)

DEBUT
si estvide (L) alors
Renvoyer 0
sinon si téte (L) =e alors
Renvoyer 1+
cptEgauxLRec(e,queue(L))
sinon
Renvoyer
cptEgauxLRec(e,queue(L))
fin si;
FIN
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Listes en Python

Remarque

En Python, les listes sont représentées par des tableaux.
@ liste vide : []
o téte(liste) : liste[0]
@ queue(liste) : liste[1:]
@ cons(élément, liste) : [élément]+liste
@ estVide(liste) : not liste
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Piles

Définition
Une pile est soit vide, soit constituée d’'un élément, son sommet, suivi d’'une

pile. On accéde a ce qui vient d’étre empilé. La lecture du sommet est
destructive.
@ Constantes : |a pile vide [ ]
@ Fonctions prédéfinies :
@ Suppression du sommet d’une pile non vide et retour de sa valeur :
FONCTION : depiler(ES pile) : élément
o Ajout d'un élément au sommet d’une pile :
PROCEDURE : empiler(E élément, ES pile)
e Test qu’une pile est vide :
FONCTION : estVide(E pile) : booléen

@ P« [];empiler (1, P) ; empiler(2, P) —> P vaut [1, 2] (sommet : 2)
@ A « depiler(P) —> A vaut 2, P vaut [1]
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A vous de jouer !

Calculer la valeur de la pile P aprés chaque étape

Variable : P : pile d’entiers ?
Pl (l
Pouride 1 a 3 faire

empiler(i,P)
finPour [1,2,3]
empiler(depiler(P),P) [1,2,3]
empiler(P[1],P) erreur : P[1]illégal
empiler(P,4) erreur : usage : empiler(élt, pile)
P + cons(3,P) erreur : cons illégal
depiler(P) [1,2]
depiler(P) [1]
depiler(P) ]
depiler(P) erreur : P est vide
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Utilisation des piles : exemple

PROCEDURE :
doublePile (ES P : pile d’entier)

SPECIFICATIONS :
Double les valeurs de P.

Variable : Q : pile d’entier

DEBUT
Q«[1l;
tant que non estvide (P) faire
empiler(2*depiler(P), Q)
fin tq;
tant que non estvide (Q) faire
empiler(depiler(Q), P)
fin tq;
FIN
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A vous de jouer ! Compléter la fonction

PROCEDURE : invPilelte (ES P : pile d’entier)

SPECIFICATIONS : Inverse I'ordre des valeurs de la pile P.

Variable : Q, R : pile d’entier

DEBUT
Q R«[L[];
tant que non estvide (P) faire
empiler(depiler(P), Q)
fin tq;
tant que non estvide (Q) faire
empiler(depiler(Q), R)
fin tq;
tant que non estVvide (R) faire
empiler(depiler(R), P)
fin tq;
FIN
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Piles en Python

Remarque

En Python, les piles sont représentées par des tableaux.
@ pile vide : []
@ depiler(P) : P.pop()
@ empiler(e, P) : P.append(e)
@ estVide(P) : not P
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Files

Définition
Une file est soit vide, soit constituée d'un élément, sa téte, suivi d’une file, sa
queue. On acceéde au premier élément enfilé. La lecture du sommet est
destructive.
@ Constantes : la file vide [ ]
@ Fonctions prédéfinies :
@ Suppression de la téte d’'une file non vide et retour de sa valeur :
FONCTION : defiler(ES file) : élément
o Ajout d’'un élément en fin de file :
PROCEDURE : enfiler(E élément, ES file)
e Test qu’une file est vide :
FONCTION : estVide(E file) : booléen

@ F < []; enfiler(1, F) ; enfiler (2, F) ; enfiler (3, F) —>F =[1, 2, 3] (téte : 1)
@ A « defiler(F) —> A vaut 1, F vaut [2, 3]
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A vous de jouer !

N

Calculer la valeur de la file F aprés chaque étape

Variable : F : file d’entiers

F<1]

Pouride 1 a 3 faire
enfiler(i,F)

finPour

enfiler(defiler(F),F)

enfiler(F[1],F)

enfiler(F4)

F < cons(3,F)

defiler(F)

defiler(F)

defiler(F)

defiler(F)

?

(I

[1,2,3]
[2,3,1]

erreur :
erreur :
erreur :

(3,1]
(1]
(I

erreur :

F[1] illégal
usage : enfiler(élt, file)
cons illégal

F est vide

Sylvain Daudé (UM - FDS)

Algorithmique 1

42/118



A vous de jouer ! Compléter la fonction

PROCEDURE : inverseFile (ES F : file d’entier)

SPECIFICATIONS : Inverse I'ordre des éléments de la file F

Variable : P : pile d’entier

DEBUT
PeI[1;
tant que non estvide (F) faire
empiler(defiler(F), P)
fin tq;
tant que non estvide (P) faire
enfiler(depiler(P), F)
fin tq;
FIN
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Files en Python

Remarque

En Python, les files sont représentées par des tableaux.
o file vide : []
o defiler(F) : Fpopleft() [utilise la collection deque]
@ enfiler(e, F) : Finsert(0,e)
@ estVide(F) : not P
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Attention

Ne pas confondre pseudo-code et Python

En pseudo-code, méme si les tableaux, listes, piles, files partagent la méme
notation, les opérateurs d’une structure ne fonctionnent pas sur les
autres ! C’est différent du Python !
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e Arrét d’'un algorithme
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Un bon algorithme...

... est un algorithme qui se termine, c’est a dire qui effectue un nombre fini
d’'opérations. Cette section présente une méthode pour prouver qu’'un
algorithme se termine.
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Arrét d’un algorithme itératif

Méthode

Pour prouver qu’un algorithme itératif se termine, on prouve :
@ qu’il y a un nombre fini d’itérations
@ que chaque itération se termine.
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Premier exemple de preuve d’arrét

Exemple

FONCTION : F1 (E n : entier) : entier

Variable : res : entier

DEBUT
res + 1
pour i de 1 a n faire
res < res *i
fin pour;
Renvoyer res
FIN

@ Chaque itération contient 2 opérations donc se termine.
@ i parcourt les indices 1 a n donc il y a un nombre fini d’itérations.
@ Donc l'algorithme se termine.
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Deuxiéme exemple de preuve d’'arrét

Exemple

FONCTION : F (E n : entier) : entier

Variable : p, res : entier

DEBUT
p,res < n,0
tant que p>0 faire
p, res < pdiv 2, res + 1
fin tq;
Renvoyer res
FIN

@ Chaque itération contient 2 affectations et 2 opérations donc se termine.

@ p € N diminue strictement a chaque itération jusqu’a atteindre 0. Lorsqu'’il
atteint 0, la boucle se termine donc il y a un nombre fini d’itérations.

@ Donc l'algorithme se termine.
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A vous de jouer ! 1/2

F se termine-t-il ? Si oui, le prouver, sinon, corriger.

FONCTION :
F (E n : entier) : entier

SPECIFICATIONS : Renvoie le @ Chaque itération contient 2
chiffre des unités de n € N opérations donc se termine.
@ Si n=9 par exemple, i prend les

valeurs 9, -1, -11,-21 ... etily a
un nombre infini d’itérations :

Variable : i : entier

DEBUT , _ R
i—n I'algorithme ne s’arréte pas.
tant que i # O faire @ Modification : remplacer la

i+—i-10 condition /i # 0 par i > 10.
fin tq;
Renvoyer i
FIN

vy
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A vous de jouer ! 2/2

G se termine-t-il ? Si oui, le prouver, sinon, corriger.

FONCTION :
G (E a,b : entier) : entier

SPECIFICATIONS : a, b € N avec @ Chaque itération contient 5
a < b. Calcule quelque chose. opérations dont se termine.
@ / progresse au moins d’une
Variable : i : entier unité a chaque itération, donc
i > b en au maximum b-a
DEBUT itérations. Comme les itérations
i+—a s’arrétent lorsque i > b, ily a un
tant que i<b faire nombre fini d’itérations.
e smnelred 7= s T e Lalgorithme se termine
fin tq; '
Renvoyer i
FIN
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Terminaison d’un algorithme récursif

Pour prouver qu’un algorithme récursif se termine, on montre :
@ gu’il y a un nombre fini d’appels récursifs ;
@ qu’en dehors des appels récursifs, il y a un nombre fini d’'opérations.
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Exemple de preuve d’arrét

Exemple

FONCTION : F2 (E n : entier) : entier

SPECIFICATIONS : calcule la factorielle d’'un entier n € N.

DEBUT
si n=0 alors
Renvoyer 1
sinon
Renvoyer n*F2(n-1)
fin si;
FIN

@ n € N décroit d’'une unité a chaque appel et il y a un cas de base pour
n=0, donc il y a un nombre fini d’appels récursifs.

@ En dehors des appels récursifs, il y a un nombre borné d’opérations.
@ Lalgorithme se termine.
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A vous de jouer ! 1/2

F se termine-t-il ? Si oui, le prouver, sinon, corriger.

FONCTION :
F (E n : entier) : entier

SPECIFICATIONS : n € N. @ En dehors des appels récursifs, il
Calcule 2n sans multiplication. y a un nombre fini d’'opérations.
’ @ n € N augmente d’une unité a

DeEBUT chaque appel donc n’atteint

sin = 0 alors jamais 0.

Siml)?:nvoyer 0 @ Modification : remplacer F(n+ 1)

Renvoyer 2+F(n+1) par £(n—1).

fin si;

FIN
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A vous de jouer ! 2/2

G se termine-t-il ? Si oui, le prouver, sinon, corriger.

FONCTION :
G (E a,b : entier) : entier

@ En dehors des appels récursifs, il
y a un nombre fini d’opérations.

@ adiminue de 1 a chaque appel,
1 est un diviseur de b donc le cas

SPECIFICATIONS : a, b € N* avec
a < b. Calcule quelque chose.

DEBUT .
s mes s = 0 alane de base est atteint en au plus
Renvoyer a a— 1 appels récursifs. 1l y a donc
sinon un nombre fini d’appels récursifs.
Renvoyer G(a-1,b) @ Lalgorithme se termine.
fin si;

FIN
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@ Validité d'un algorithme
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Un bon algorithme...

... est un algorithme valide, c’est a dire conforme aux spécifications. Cette
section présente une méthode pour prouver qu’un algorithme est valide.
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Validité d’un algorithme itératif

Vocabulaire

@ équation de récurrence : égalité reliant les valeurs des variables d’'une
itération a la suivante ;

@ invariant de boucle : propriété censée étre vraie a chaque itération. )
@ 'lire" les équations de récurrence sur l'algorithme ;
@ chercher un invariant de boucle ;

@ prouver l'invariant par récurrence ou induction ;
@ écrire l'invariant a la fin des itérations.
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Premier exemple de preuve de validité

var; : valeur de var a la fin de l'itération i.
FONCTION : @ Equation de récurrence :
@ Invariant proposé : Inv; : "res; = i".
SPECIFICATIONS : © Preuve de I'invariant :
Calcule nt avec n € N o Initialisation : Pour i = 0, on a
resp = 1 = 0! donc /nv, est vrai.
Variable : res : entier o Récurrence : Pour 1< < n, on
suppose /nv;_1 vrai, c’est a dire
DEBUT resi_1 = (i — 1)\
res < 1 D’apres les équations de récurrence,
pouri de 1 a n faire resj = resj_y x i.
res « res * i Donc res;i = (i —1)! x i =il
fin pour; Donc Inv; est vrai.
Renvoyer res e Conclusion : I'invariant est vrai pour
FIN toutes les itérations.
@ Alafin du pour, la valeur renvoyée est
res, = n! : I'algorithme est valide.
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Deuxieme exemple de preuve de validité

var; : valeur de var a la fin de l'itération i.
FONCTION :
Cube (E n : entier) : entier Equations de récurrence :
Ao 1 At Ai+3
SPECIFICATIONS : Bol _[O] gt | B | = |B+2A+1
Calcule n® avec n € N. Co| |n Cipi|  [Ci—1
2 0 Zit1 Zi+A+B
Variable : A, B, C, Z : entier Invariant difficile : "trace" pour n=4 :
itérationi | A | B | Ci | Z
DEBUT 0 1 0o|4]O0
ABC Z+1,0,n0; 1 4 3 | 3 1
tant que c > 0 faire 2 7 |12 2 | 8
Z+—~7Z+A+B; 3 10 [ 27 | 1 | 27
B—B+A+A+1; 4 13148 | 0 | 64
A C—A+3,C1; Invariant proposé :
fin tq; A 3i+1
Renvoyer Z B 372
FIN Inv; : C = A—fi
Z i®
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Deuxiéme exemple - suite

@ Equation de récurrence et invariant :

Ao 1 A,‘+1 A +3 A 3i+1
i By _ 0 B,‘+1 . B +2A; + 1 . B . 3/2
ER: el =1n et co|=lc-1 Inv; : cl=|n_i
2 0 Zi1 Zi+A+ B Z I
© Preuve de I'invariant :
Ao 1 3x0+1
2
o Initialisation : Pour i = 0, il I R 3 * 0 . Inv, est vrai.
Co n
20 0
o Récurrence : Pour 0<i < n, on suppose /nv; vrai. On ut|||se ER et Inv, :
A A +3 3i+1+3 /+1
B+ . B + 2A; + 1 - 3i° +2(3I+1 I+1
Cui| | Ci—1 T ln—-i-1 nf/+1)
Zi1 Zi+ A+ B P#+3i+1+37 (i+1)°

Donc Inv;,1 est vrai.
@ Conclusion : I'invariant est vrai pour toutes les itérations.
© Conclusion : & la fin du TantQue, C;=0=n—idonc i = n.
La valeur renvoyée est Z, = n° : I'algorithme est valide.
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A vous de jouer ! Compléter la preuve

@ Eq. récurrence : resy =T|0]

FONCTION : somTab resity =res; + T[i +1]

(E T : tableau d’entiers) : entier @ Invariant : /nv; : "res; est la somme des
valeurs T[0] a T[i]".

SPECIFICATIONS : Renvoie © Preuve de Pinvariant (n=taille(T)) :

la somme des valeurs de T. o Initialisation : pour i = 0,

resp= T[0] somme des valeurs de

Variable : res : entier T[0] & T[0]. Invo est vrai.
@ Récurrence : on suppose /nv; vrai
DEBUT pour0 <ji<n-—2.
res < T[0] Comme res; 1 =res; + T[i + 1]
pouri de 1 a etres; =T[0] + ...+ T[i]
taille(T) -1 faire onaresi1 =T[0] +...+ T[i+1].
res « res+T[i] Donc Inviy4 est vrai.
fin pour; e Conclusion : l'invariant est vrai
Renvoyer res pour toutes les itérations.
FIN @ A lafin du pour, I'algorithme renvoie

resp_1 =T[0] +...+ T[n—1]:

I'algorithme est valide.
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Validité d’'un algorithme récursif

Vocabulaire

@ équation de récurrence : égalité reliant le résultat de I'algorithme avec
celui des appels récursifs ;

@ invariant de récursion : propriété censée étre vraie a chaque appel
récursif. Le plus souvent, c’est simplement le résultat principal de
I'algorithme.

Méthode

@ 'lire" les équations de récurrence sur I'algorithme ;
@ poser linvariant de récursion ;

@ prouver l'invariant par récurrence ou induction ;

© la conclusion de la récurrence prouve l'algorithme.
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Exemple de preuve de validité

FONCTION :
F2 (E n : entier) : entier

SPECIFICATIONS : calcule
la factorielle d’'un entier n € N.

DEBUT
si n=0 alors
Renvoyer 1
sinon
Renvoyer n*F2(n-1)
fin si;
FIN

@ Equation de récurrence :

F2(0) =1et F2(n) =nx F2(n—1)

pour n > 0.

@ Invariant proposé :
Inv, : "F2(n) = n!"
@ Preuve de l'invariant :
o Initialisation : Pour n =0, on a
F2(0) =1 = 0! donc Invy est vrai.
o Récurrence : Pour n>0,
on suppose Inv,_1 vrai,
cestadire F2(n—1)=(n—1)!
Alors F2(n) =nx F2(n—1) =
nx(n—1)=nl.
Donc Inv, est vrai.
e Conclusion : pour tout n € N,
F2(n) = n!

© Lalgorithme est valide.

vy
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A vous de jouer ! Compléter la preuve

e Equations de récurrence :
sin< aalors F4(a,n) =0
etsin> aalors F4(n) =n+ F4(a,n—1)

FONCTION : @ Invariant :
F4 (E a, n : entier) : entier) Inv, : "F4(a,n) = somme de [a, n]".

e Initialisation : Pour n < a, F(a, n) =0.
SPECIFICATIONS : Renvoie Comme [a, n] est vide, sa somme vaut 0.
la somme des entiers de [a, n] Donc Inv, est vrai.

@ Récurrence : Pour n > a,
DEBUT on suppose Inv,_¢ vrai :

Renvoyer cond(n<a, 0, F4(a,n—1) = somme de [a,n — 1].
n+F4(a,n-1)) Comme F4(a,n) =n+ F4(a,n—1),

FIN F4(a, n) est la somme de [a, n].

Donc Inv, est vrai.
e Conclusion : pour tout n € N,
F4(a, n) renvoie la somme de [a, n].

@ Lalgorithme est valide.
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e Complexité en temps d’un algorithme
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Un bon algorithme...

... est un algorithme efficace, c’est a dire qu’il effectue un nombre raisonnable
d’opérations et utilise un espace de calcul raisonnable.
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Définitions

Définitions
@ Complexité en temps : nombre d’opérations élémentaires en fonction
des parameétres d’entrée.

@ Complexité en espace : nombre de données a mémoriser en fonction
des parameétres d’entrée.

@ Algorithme efficace : algorithme de faible complexité.

@ Algorithme optimal : algorithme de complexité minimale (impossible de
faire mieux).

Sylvain Daudé (UM - FDS) Algorithmique 1 69/118



Cadre du cours

Ce cours se limite :
@ ala complexité en temps, appelée abusivement "complexité" ;

@ au cas ou elle s’exprime en fonction d’'un entier n "taille de I'entrée” :
taille d’'un tableau, longueur d’un entier...

Notation : T, : complexité pour une taille d’entrée n.
Il effectue les simplifications suivantes :

@ opérations élémentaires comptées a raison d’une unité par opération
(modéle Word-Ram) ;

@ majoration du nombre d’opérations ("pire des cas") ;

@ comparaison de la croissance asymptotique de T, (= pour de grandes
valeurs de n) avec celle de puissances, exp, log.
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Premier exemple

FONCTION :
F4 (E n : entier) : entier

@ Nb opérations : 1 affectation,
n itérations composées

Variable : som : nombre

DEBUT d’1 modulo, 1 comparaison,
som « 0 1 affectation,1 somme et
pouri de 1 a n faire éventuellement 1 produit.

sii mod 2 = 1alors @ Simplification : chaque itération
sOM < som + i*i génére entre 4 et 5 opérations.
Sl : @ Complexité : entre 4n+ 1 et
SOm <— som + i
L 5n 41
fin si; x
fin pour; @ Ordre de complexité : n.
Renvoyer som
FIN
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Deuxieme exemple

FONCTION : F5 (E n : entier) : @ Nombre d’appels récursifs :
booléen nombre de fois que n peut étre

divisé par 2.

SPECIFICATIONS : détermine si @ Pire des cas : n divisé par 2

n € N* est une puissance de 2. plusieurs fois jusqu’a tomber sur
1, soit logx(n) divisions.

D0 @ Nombre d’appels : logx(n)

si n=1 alors e

Renvoyer true appels récursifs, log>(n) + 1 avec

sinonsin mod 2 = 1 alors le premier.
Renvoyer false @ Nb d’opérations par appel :
sinon 5, sauf le dernier : 1.
_ Renvoyer F5(n/2) @ Complexité pire des cas :
fin si; 5logz(n) + 1

Fin @ Ordre de complexité : log(n).
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Domination de suites numériques

Définitions

Soient T, et U, deux suites numériques.
@ T,domine U, s'il existe C € R et ng € N tels que Vn > ng, U, < CT,,.
@ T, et U, sont du méme ordre si T, domine U, et U, domine T,.
@ T, domine strictement U, si elle domine U, sans étre du méme ordre.

Notations de Landau

@ T,domine U, : T, = Q(U,) ou U, = O(T,)
@ T, et U, sont du méme ordre : T, = 6(U,) ou U, = 9(Tp)
@ T, domine strictement U, : T, = w(U,) ou U, = o(T,)

o)) (- Q] [ Noncomparatie )
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Domination de suites numériques - propriétés

Propriétés

Soient T, et U, deux suites strictement positives a partir d’'un certain rang.
@ si T,/U, a pour limite 0, alors U, domine strictement T,.
@ si T,/ U, a une limite finie >0, alors T, et U, sont du méme ordre.
@ si T,/ U, a pour limite o0, alors T, domine strictement U,,.

Remarques

@ Réciproque de la deuxieme propriété fausse ;

@ Deux suites qui ne se dominent pas I'une I'autre sont "non comparables
asymptotiquement".
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A vous de jouer

Dire si chaque suite est 0, 0, w des suites de référence.

i 1 | log(n) | n | nlog(n) | n | 2" | n!

3n° —6n+500 | w w w w 0] o] o
log(50n?) w [ 0 0 o|lo|o
2(m) w w w w w | w | o

2" — n? w w w w w | 0 | o
(n+1)! w w w w w | w | w

Sylvain Daudé (UM - FDS) Algorithmique 1



Complexités comparées

Catégories de complexité

Un algorithme est dit :
@ a colt constant siT, = O(1) (abus de langage) ;
@ logarithmique si 7, = O(log(n)) ;
@ linéaire si T, = 0(n) ;
@ semi-linéaire si T, = 6(nlog(n)) ;
@ quadratique si T, = 0(n?) ;
@ polynomial si T, = O(n?) avec a entier naturel ;
@ exponentiel si T, = 6(a") avec a > 1.
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Complexités comparées - suite

Propriétés

@ Croissances comparées : chaque suite est strictement dominée par la
suivante :
1, log(n), v/n, n, nlog(n), n?, n®,2" 3" n!

@ tous les logarithmes sont du méme ordre de grandeur :
logio(n) = 0(loga(n)) = O(In(n)) etc.

@ 0,0,w,Q, 0 sont multiplicatives sur les suites strictement positives :
sia=o(a) et b= o(b') alors ab = o(a'b’) et de méme pour O, w, Q, 6.

V.
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Algorithmes itératifs - boucles imbriquées

Propriété

Si des boucles pour imbriquées contiennent un nombre borné d’opérations
élémentaires, alors leur complexité est du méme ordre que le produit du
nombre de valeurs prises par les indices de boucle.

Exemple

DEBUT
pouri de 1 a n faire
pour j de 1 a i faire
op élém
fin pour;
fin pour;
FIN

i prend nvaleurs = O(n), j prend i valeurs = O(n), donc I'ensemble des deux
boucles a une complexité O(n?).

o
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Algorithmes itératifs - calculs de somme

Propriétés

: ‘

n

S e n(n+1) S n(n+1)(2n+1) YL m(n+1)>

i=1 i=1 i=1

DEBUT
pour i de 1 a n faire
pour j de 1 a i faire

op élém
fin pour;
fin pour;
FIN
n i n
Nombre d'opérations : Y > 1= " :n(n2+ 1) =0(n?)

i=1 j=1 i=1
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A vous de jouer !

Complexités en fonction de n ?

@ pour i de 1 & n faire @ ltérations a colit borné,
Pour j de 1 a n faire n valeurs pour les deux pour :
som + som+l Th = 0(n?)
Q@ Pour i de 1 & n faire @ Itérations a colt borné,
Pour j de 1 a n faire n valeurs pour les trois pour :
Pour k de 1 a n faire T = 6(n®)
+ _ N\ n o _
som ¢ som+l Q Tn—Z,-:1 Z/’:i‘?—
Q Pour i de 1 & n faire 22;’:1,7_/4_1 =
. . . =10
Pour j de 1 a nlfalre 22//:1 i"=n(n+1)
L o e . N s
som € som + Q 2 < néquivautai</n
©Q i - 0 ; TantQue i2?<n faire donc T, =2[vn
i« i+l
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Algorithmes récursifs - méthode

Méthode pour les algorithmes récursifs

@ Chercher une équation de récurrence entre la complexité de I'algorithme
et celle de ses appels récursifs ;

@ Reésoudre cette équation.
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Algorithmes récursifs - exemple

Exemple

FONCTION : F2 (E n : entier) : entier

DEBUT
si n=0 alors
Renvoyer 1
sinon
Renvoyer n x F2(n—1)
fin si;
FIN

1
4+ T,_1sin>0

0
Tn
@ Résolution: T, =4n-+1=0(n).

@ Equation de récurrence : {T
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A vous de jouer !

Complexité en soustractions ? Compléter le raisonnement

FONCTION : estPair (E n : entier) : booléen

DEBUT
Renvoyer cond(n=0, true, cond(n=1, false, estPair(n-2)))
FIN

° Equation de récurrence : To =0, Ty =0,sin>2alors T, =1+ T,_»
@ Valeursde 7,:0,0,1,1,2,2, ...

@ Valeur de T, en fonctionde n: |n/2].

@ Ordre : T, estentre n/2 — 1 et n/2 donc 6(n).
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Master Theorem

Master Theorem

Master Theorem : s’il existe quatre entiers a>0,b > 1,d > 0 et np > 0 tels
que, pour tout n > ng , T(n) < aT([4]) + O(n%), alors

o(n%) sibd > a
T(n) = O(n%logn) sib?=a
O(n=s) sib?<a

Remarques

@ Le M.T. donne un ordre de complexité sans équation de récurrence
lorsque les appels se font avec une taille d’entrée divisée.

@ areprésente le nombre d’appels récursifs dans le corps de I'algorithme,

b I'entier par lequel la taille de I'entrée est divisée a chaque appel,
O(n9) les opérations de I'algorithme en plus des appels récursifs.
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Master Theorem - exemple

FONCTION : F3 (E n, m : entier) :
entier
A partir de n=1 (np = 1),
DEBUT F3 fait 1 appel récursif (a = 1)
si n=0 alors aurang | n/2 | (b = 2).
. Ren\!oyer 0 En dehors des appels, il effectue
sinonsin mod 2 = 0 alors O(1) = O(n°) opérations (d = 0).
Renvoyer 2*F3(n/2,m)
Sin%:nvoyer On est dans le cas b? = adonc
‘ T, = O(rlog(n)) = O(log(n)) :
. r_1+2 F3((n-1)/2,m) I'algorithme est logarithmique.
fin si;
FIN
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A vous de jouer !

Trouver a, b, d et un ordre de complexité

PROCEDURE : F (E n : entier)

SPECIFICATIONS : n € N

DEBUT
sin# 1 alors
pouri de 0 a n-1 faire

pour j de 0 a n-1 faire

op élém
fin pour;
fin pour;
F(n div 2)
F(n div 2)
fin si;
FIN

@ 2 appels récursifs : a=2

@ aurang | 7] : b=2

@ autres opérations :
0(n?) : d=2

@ cash? > a:

algorithme en O(n?).
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@ Algorithmes de recherche dans un tableau
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Algorithme de recherche linéaire

Pour chercher un élément e dans un tableau T non trié, on le parcourt case
par case jusqu’a trouver e ou atteindre la fin du tableau.
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Algorithme de recherche linéaire

FONCTION : RechLin(E e : nombre, E T : tableau de nombres) : entier

SPECIFICATIONS : Si T contient e, renvoie le premier indice de T qui
contient e. Sinon, renvoie -1.

Variable : i : entier

DEBUT
i< 0
tant que i<taille(T) et T[i]#e faire
i i+1
fin tq;
si i=taille(T) alors
Renvoyer -1
sinon
Renvoyer i
fin si;
FIN
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Complexité de la recherche linéaire

DEBUT
i< 0
tant que i<n et T[i]#e faire
i i+1
fin tq;
Si i=taille (T) alors
Renvoyer -1
sinon
Renvoyer i
fin si;
FIN

Complexiteé : pire des cas pour e ¢ T en notant n=taille(T) :
n itérations a codt constant + opérations & colt constant = 6(n).
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Algorithme de recherche dichotomique

Pour chercher un élément e dans un tableau T trié, on compare e a la valeur
au milieu du tableau puis on continue a le chercher dans la bonne moitié du
tableau.
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Algorithme de recherche dichotomique

FONCTION : RechDic (E e : nombre, E T : tableau de nombres) : entier

SPECIFICATIONS : T trié. Renvoie le plus petit i tq T[i]=e ou -1.

Variable : deb, mil, fin : entier

DEBUT
deb, fin « 0, taille(T)-1
tant que deb<fin faire
mil + (deb+fin) div 2
si T[mil]<e alors
deb «+ mil+1
sinon
fin <« mil-1
fin si;
fin tq;
Renvoyer cond(deb<taille(T) et T[deb]=e, deb, -1)
FIN
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A vous de jouer !

Trace de l'algorithme T=[1,2,3,3,3,4,6,9,10], e=3 ?

DEBUT
deb, fin « 0, taille(T)-1
tant que deb<fin faire
mil « (deb+fin) div 2

si T[mil]<e alors i | deb; | mil; | fin; T[deb;..finj]
deb « mil+1 0 0 ? | 8 [[1,233,3,4,6,9,10]
sinon 11 0 4 | 3 |[1,233 ]
fin < mil-1 2 ) 1 3 |[ 33 ]
fin si; 3 ) ) 1
g:r:e:)yer Lalgorithme renvoie deb=2.

cond(deb<taille(T) et
T[deb]=e, deb, -1)
FIN
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A vous de jouer !

Trace de l'algorithme pour T=[1,2,3,3,3,4,6,9,10] et e=5 ?

DEBUT
deb, fin « 0, taille(T)-1
tant que deb<fin faire
mil « (deb+fin) div 2

S i | deb; | mil; | fin; T[deb;..fin]
SITmille alors 0 0 | ? | 8 [[1233346.9,10]
sinon 11 5 | 4 |8 |] 4,6,9,10]

fin « mil-1 21 5 6 | 5 |I 4 ]
fin si; 3| 6 5 | 5
fin tq; deb =6 et T[deb] # 5 :
Renvoyer I'algorithme renvoie -1.

cond(deb<taille(T) et
T[deb]=e, deb, -1)
FIN
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Preuve d’arrét

DEBUT
deb, fin < 0, taille(T)-1
tant que deb<fin faire
mil « (fjf'b’ff'“)ld'v 2 @ fin-deb+1 est un entier naturel ;
SiT <e alors Dol R NP
d[englg me”+1 @ il décroit strictement a chaque itération ;
sinon @ le tant que s’arréte lorsqu’il vaut 0 ou
fin < mil-1 moins.
_ fin si; Il'y a donc un nombre fini d'itérations.
fin tq; Chagque itération se termine.
Renvoyer Donc I'algorithme se termine.
cond(deb<taille(T) et
T[deb]=e, deb, -1)
FIN
95/118
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Preuve de validité (principe)

@ Notation : expr; : valeur de expr a la fin de
l'itération i ; n : taille(T)

DEBUT _ @ Equations de récurrence :
deb, fin < 0, tal”e(T)'1 ® mili4 = (deb,- + fin,-) div 2
tant que deb<fin faire o si T[mil1] < e alors
mil « (deb+fin) div 2 deby 1 = mili1 + 1 et fin,1 = fin;
si T[mil] <e alors @ sinon : deb,1 = deb; et fini 1 = mili . — 1
deb < mil+1 . C
. @ Invariant (admis) :
sinon 0...debj—1 ... finj+1...n—1
fin < mil-1 | < e ‘ [ S e |
fin si; —
fin ta: @ En sortant du TantQue, deb = fin+ 1 :
In 1q; 0...deb—1deb...n—1
Renvoyer | <e | >e |
cond(deb<taille(T) et e soit deb < net T[deb] = e : alors deb
T[deb]=e, deb, -1) est le premier indice ou se trouve e.
FIN @ sinon, c'estque e ¢ T.

@ Dans les deux cas, I'algorithme renvoie le
bon résultat : I'algorithme est valide.
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Complexité de I'algorithme dichotomique

@ Si n est une puissance de 2, dans le
pire des cas ou tout le tableau est <e :

DEBUT
deb, fin < 0, taille(T)-1 o fin — deb + 1 est divisé par 2 a chaque
tant que deb<fin faire itération jusqu'a 0. o
mil + (deb+fin) div 2 o Le nombre d'itérations k vérifie

n/2%=" =1 donc n = 2¢~" donc

si T[mil]<e alors
Ll e k = loga(n) + 1.

deb + mil+1 (1) + _ o
sinon e chaque |terat|9r] fait 7 ou 8 opérations
fin <« mil-1 donc complexité en 6(log(n)).
fin si; @ Sinon, 2k < n < 2k+1 :
fin tq; o T est "compris" entre un tableau de
Renvoyer taille 2% et un de taille 2%+
cond(deb<taille(T) et ° Compleﬁif entre 0(logz(2%)) = 0(k) et
T[deb]=e, deb, -1) 0(log>(27")) = 0(k + 1) = 0(k). .
FIN @ k < logz(n) < k + 1 donc complexité
6(log(n)).

@ Lalgorithme est logarithmique.
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A vous de jouer !

Modifier pour renvoyer le plus grand i tel que T[i] = e

(ou-1sie¢ T).
DEBUT .
' . DEBUT
et il = 0, LR deb, fin < 0, taille(T)-1
B que debgf-in fglre tant que deb<fin faire
il = (EE0I) Ch7 e mil « (deb+fin) div 2
Si T[mil]<e alors . .
deb + mil+1 R
sinon .
fin < mil-1 = < mik1
i X fin si;
fin tq; . ’
’ fin tq;
Renvoyer
. Renvoyer
cond(deb<taille(T) et T[deb]=e, cond(fix>0 et T[fin]=e, fin, -1)
deb, -1) FIN - e
FIN
. i — 1 fini +1...taille(T) — 1
0...deb —1 fini+1...n—1 IO dei)e ‘ ‘/n+ >ta/ee( )
| <e [...] >e | = -
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ﬂ Algorithmes de tri
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Motivation du tri

Trier permet de traiter plus efficacement ensuite.
On étudie 2 sortes de tris de tableaux 1D :

@ par valeurs : les données & trier ne peuvent prendre que certaines
valeurs : tri en Q(n)

@ par comparaison : les données sont quelconques : tri en Q(nlog n)

n : taille du tableau a trier \
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Borne inférieure d’un tri de tableau

@ Pour trier un tableau, il faut parcourir toutes ses cases.
@ Donc sa complexité est au moins n, c’est a dire Q(n).

@ Il est possible de faire 6(n), par exemple lorsque les données ne peuvent
prendre que certaines valeurs.

@ Lordre de complexité n est donc une borne inférieure pour un tri de
tableau.
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Tri par valeurs

PROCEDURE : TriValeurs ( ES DEBUT
T : tableau de nombre de taille n, Initialiser Cpt avec des 0
E p : entier) pouri de 0 & n-1 faire
Cpt[T[i]] < Cpt[TI[i]] + 1
SPECIFICATIONS : Les valeurs fin pour;
de T sont entre 0 et p-1. Trie T. j;k 0,0
tant que j<n faire
Variable : si Cpt [k]=0 alors
Cpt : tableau de nombre de taille p . KK+
j, k : entier sinon
] ! Tl < K ;j« j+1;
Cpt[k] < Cpt[k]-1
fin si;
fin tq;
FIN
Complexité : 8(p + n) ou 6(n) si p= O(n).
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A vous de jouer ! Trace pour p=4 et T=[1, 0, 3, 2, 2, 2]

DEBUT
Initialiser Cpt avec des 0
pour i de 0 a n-1 faire
Cpt[T[i]] « Cpt[T[i]] + 1
fin pour;
ik+ 0,0
tant que j<n faire
si Cpt [k]=0 alors
k < k+1
sinon
T+ k;j+ j+1;
Cpt[k] «+ Cpt[k]-1

iTjTk] Cpt | T

Initialisation :

22 ] ?]10000] | [1,0,32272]

Boucle pour :

0]27?][01,00] | [1,0,32,2,.2]
112]2]011,00] |[1,03222]
21?17 |1101]],03222]

Apres la boucle pour :

? ‘ 0 ‘ \ [1,1,3,1] \ [1,0,3,2,2,2]

Boucle tant que :

?211]0][[0,1,31] ] [0,0,3,2,2,2]
21111 [01,3,1] | [0,0,3,2,2,2]

fin si; ?12|1]][003,1] | [0,1,3,2,2,2]
fin tq; A la fin de I'algorithme :
FIN ? 16]3]10,0,0,0] ] [0,1,22273]
Sylvain Daudé (UM - FDS) Algorithmique 1 103/118



Borne inférieure d’un tri par comparaison

@ Dans le cas général, on doit comparer les valeurs entre elles pour les
ordonner.

@ Nombre de comparaisons nécessaires : au moins nlog n/4 (preuve dans
le cours) donc complexité Q(nlog n).

@ |l est possible de faire (nlog n), par exemple avec le tri fusion.

@ Lordre de complexité nlog n est donc une borne inférieure d’un tri de
tableau par comparaison.
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Tri a bulles

PROCEDURE : TriBulles (ES T : tableau de nombres de taille n)

SPECIFICATIONS : Trie le tableau T par ordre croissant.

DEBUT
pouri de 0 a n-2 faire
pour j de n-1 a i+l par pas de -1 faire
SiT[j]<T[j—-1] alors
TOLTE-1] <= TO-11T0]
fin si;
fin pour;
fin pour;
FIN

Complexité : 6(n?) : ce tri n'est pas optimal.
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A vous de jouer ! Trace pour T=[5,6,2,4,3,1]

PROCEDURE : TriBulles (ES
T : tableau de nombres de taille n)

SPECIFICATIONS : Trie le tableau
T par ordre croissant.

DEBUT
pour i de 0 a n-2 faire
pour j de n-1 a i+l
par pas de -1 faire
SiT[j]<T[j-1] alors
T T-1] «
T[-11,T1
fin si;
fin pour;
fin pour;
FIN

7

[5,6,2,4,3,1]

[5,6,2,4,1,3]
[5,6,2,1,4,3]
[5,6,1,2,4,3]
[5,1,6,2,4,3]
[1,5,6,2,4,3]

= N W Hs OO~

us petit est bien placé.

o

[1,5,6,2,3,4]
[1,5,6,2,3,4]
[1,5,2,6,3,4]
[1,2,5,6,3,4]

- = =2 2O O O O OV~

DWWk~ O

Les 2 plus petits sont bien placés.
A lafin :

415 [1,2,3.4,5,6]
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Preuve du tri a bulles 1/2

@ Arrét : il y a un nombre fini
d’itérations (chaque pour
parcourt un nombre fini de
valeurs) qui se terminent, donc
I'algorithme se termine.

PROCEDURE : TriBulles (ES
T : tableau de nombres de taille n)

SPECIFICATIONS : Trie le tableau
T par ordre croissant.

DEBUT @ Complexité : chaque itération
pour i de 0 & n-2 faire fait entre 4 et 12 opérations et le
pour j de n-1 a i+l nombre d'itérations vaut
n—2 n—1 n—2
par pas de -1 faire _ o s
si T[§]1<T[j-1] alors 221 _Zn T
TOLTG-1] + e
T(j-11. Tl =
fin si; ,Z:;
fin pour; _n(n-1)
fin pour; - 2
FIN € 6(n?)

donc la complexité est 0(n?).
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Preuve du tri a bulles 2/2

PROCEDURE : TriBulles (ES
T : tableau de nombres de taille n)

SPECIFICATIONS : Trie le tableau
T par ordre croissant.

DEBUT
pour i de 0 a n-2 faire
pour j de n-1 a i+l
par pas de -1 faire
SiT[j]<T[j-1] alors
T T-1]
T[-11,T1
fin si;
fin pour;
fin pour;
FIN

Validité (preuve compléte cf cours) :

@ Invariant : Inv; : "a la fin de
I'itération i du 1¢" pour, les (i+1)
plus petites valeurs sont bien
placées."

@ Initialisation : avant la 1ere
itération, les 0 premiéres cases
sont triées donc Inv.; est vrai.

@ Héréditeé : on suppose Inv; vraie
et qu'il existe une itération i+1.
La plus petite valeur parmi
T[i+1..n-1] est échangée jusqu’a
T[i+1] donc Inv;,; est vrai.

@ Conclusion : A lafin, i=n-2 : les
n-1 plus petites valeurs sont a
leur place donc la derniére
aussi : I’algorithme est valide.
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@ Algorithme de type "Diviser pour mieux régner" :

@ On trie chague moitié du tableau
@ On fusionne les deux moitiés triées.

@ |l faut 2 algorithmes : I'algorithme de tri et I'algorithme de fusion
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Algorithme de fusion

PROCEDURE : fusion (ES T : tableau de nombre, E deb1, fin1, fin2 : entier)

SPECIFICATIONS : T[deb1..fin1] et T[fin1+1..fin2] triés. Trie T[deb1..fin2].

Variable : T1, T2 : tab. de fin1-deb1+1 et fin2-fin1 nombres ; i,j : entiers

DEBUT
recopier T[deb1..fin1]dans T1 et T[fin1+1..fin2] dans T2
i,j«< 0,0
pour k de debl a fin?2 faire
si j>=taille(T2) ou (i<taille(Tl) et T1[i]1<=T2[]])
alors
TIK] < TH[i] ;i + i+1
sinon
TIK] < T2[j] ; j + j+1
fin si;
fin pour;
FIN
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A vous de jouer ! Trace de fusion([2,6,8,4,9], 0, 2, 4)

PROCEDURE : fusion (ES T:
t. de nb, E deb1,fin1,fin2: entier)

Variable : i,j : entiers ; T1,T2 :
t. de fin1-deb1+1 et fin2-fin1 nb

DEBUT
recopier T[deb1..fin1] dans T1
recopier T[fin1+1..fin2] dans T2
i,j < 0,0
pour k de debl a fin2 faire
si j>=taille (T2) ou
(i<taille(T1) et
T1[i]<=T2[7]) alors
TIK] « T1[i] ;i « i+1
sinon
TK] + T2[j] ;j « j+1
fin si;
fin pour;
FIN

Sylvain Daudé (UM - FDS)

K171 T1 T2 T

2100|1268 | [49] | [7,2,2,2,7
010|268 |49 | 227227
1] 1]1][268 |49 | [24,2,2,7]
221|268 |49 | 246,27
3/3|1]1[268] |49 |[2468,7
432|268 |49 | [246.,89]
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Algorithme de tri fusion

PROCEDURE : triFusionAux (ES T : tableau de nombre; E deb, fin : entier)
: tableau de nombre

SPECIFICATIONS : Trie T entre les indices deb et fin.

Variable : mil : entier

DEBUT
si deb<fin alors
mil « (deb+fin) div 2
triFusionAux(T,deb,mil)
triFusionAux(T,mil+1,fin)
fusion(T,deb,mil,fin)
fin si;
FIN

W
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A vous de jouer ! Trace de

triFusionAux([5,6,2,4,3,1],0,5)

PROCEDURE : triFusionAux
(ES T : tableau de nombre; E deb, fin :
entier) : tableau de nombre

Variable : mil : entier

DEBUT
si deb<fin alors
mil « (deb+fin) div 2
triFusionAux(T,deb,mil)
triFusionAux(T,mil+1,fin)
fusion(T,deb,mil,fin)
fin si;
FIN

[5,6,2,4,3,1]

[1,2,3,4,5,6]
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Tri fusion : derniere procédure

Quelles valeurs de deb et fin faut-il choisir pour trier tout le tableau ?
deb=0, fin=taille(T)-1

D’ou la derniere procédure du tri fusion :

PROCEDURE : TriFusion(ES T : tableau de nombres)

SPECIFICATIONS : Trie T

DEBUT
TriFusionAux(T,0,taille(T)-1)
FIN
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Quelques tris célébres

@ Tri par insertion : pour k allant de 1 a taille(T)-1, T[k] est inséré parmi
T[0] a T[k-1]. Adapté lorsque les données sont presque triées.
Complexité : 6(n?).

@ Tri par sélection : pour k allant de 0 a taille(T)-2, on cherche le plus petit
élément parmi T[k] a T[taille(T)-1] et on I'échange avec T[k]. Adapté pour
de petits ensembles de données.

Complexité : 6(n?).

@ Tri par tas : On structure les données dans un arbre binaire dont les
nceuds sont partiellement ordonnés ("tas"). Le sommet de 'arbre est le
plus grand élément, on I'extrait et on refait un tas a partir des nceuds
restants.

Complexité : 8(nlog n).

@ Tri rapide ou tri par pivot : on sépare un tableau entre les éléments
plus petits et plus grand qu’un certain élément du tableau ("pivot") et on
trie chaque moitié récursivement.

Complexité : 6(n?) dans le pire des cas, §(nlog n) en moyenne.
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A vous de jouer !

Donner les étapes de tri du tableau [1, 3, 5, 2, 9, 4, 0] par sélection et par
insertion.

@ Sélection : [1,3,5,2,9,4,0]
[0,3,5,2,9,4,1]

"pour k allant de 0 a taille(T)-2, [0,1,5,2,9,4,3]
on cherche le plus petit élément [0,1,2,5,9,4,3]
parmi T[k] & T[taille(T)-1] [0,1,2,3,9,4,9]
et on I'échange avec T[k]." [0,1,2,3,4,9, 5]
[0,1,2,3,4,5, 9]

@ Insertion : [1,8,5,2,9,4,0]
[1,3,5,2,9,4,0]

"pour k allant de 1 a taille(T)-1, [1,3,5,2,9,4,0]
T[K] est inséré parmi T[0] a T[k-1]." 1,2,3,5,9,4,0]
1,2,3,5,9,4,0]

[1,2,3,4,5,9, 0]

[0,1,2,3,4,5,9]

o’
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Deux propriétés des tris

@ Un tri est stable s’il laisse les éléments égaux dans le méme ordre.
@ utile pour trier successivement selon plusieurs critéres ;
e exemples : bulles, insertion, fusion ;
@ sinon, possibilité de mémoriser 'emplacement initial des éléments.
@ Un tri est en place s’il ne nécessite pas d’espace supplémentaire
important et modifie directement la structure a trier.
@ important si on dispose de peu de mémoire ;
e exemples : bulles, sélection, insertion, tas.
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Fin du cours

Merci pour votre attention !
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